Clase 20

La regla de la cadena. Derivacion de funciones inversas.
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La regla de la cadena

Suponga que h=f(t) es la altura de un globo, y T = g(h) es la temperatura como funcién de la
altura. gof(t) es la temperatura en el globo. Como se relaciona (gef)'(f) con f'y g'?
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Si para t=0.5, el globo se encuentra a una altura de f(0.5) =200 m y va subiendo a una velocidad
de f'(0.5)=2000 m/h, y que a esa altura, la temperatura decrece con la altura a una tasa de

g'(f(0.5)) = (i) °C/m entonces, la temperatura en el globo debe estar disminuyendo a una tasa

100
de:

(5 2)(2000%) =202

g'(f(0.5)) ' (0.5) = (g°f)'(0.5)
En general, si t, s son dos instantes de tiempo:
g(f()-g(f(s)) _ g(f(t)-g(f(s)) f(H)-A(s)

t-s T f(t)-K(s) t-s
_cambio en latemperatura en el globo _cambio en laaltura
- cambio enlaaltura cambio en el tiempo

= (cambio promedio de g entre f(f) y f(s)) - (cambio promediodef entretys)

Tomando limites:

, . gf)-gf(s)) _ s g(f(D)-g(f(s)) f(H-F(s)
(gof)" (t) = limgy S = fim fit)-f(s)s .
= limp g L2 lim, o ML = g (1) £ (1

Teorema

Si f es diferenciable en x, y g es diferenciable en g(x), entonces (f - g) es diferenciable en x, y
(feg)'(x) =f(9(x) 9" (x).
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Ejemplos
Ejemplo. Si f(t) = 1000, y g(h) =30 - %. Calcular e interpretar (g°f)' ().

Ejemplo. SiceR, y g(x) =f(cx), entonces g'(x) = cf'(cx).

Sea f(x) la distancia recorrida en m, como funcion del tiempo s en segundos. La distancia recorrida
en metros como funcion del tiempo t en segundos es g(f) =f(60 ). g' () es la velocidad en m/min, f'
es la velocidad en m/s. Cual es la relacion?
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Ejemplo importante:

f(x) = @, f'(x) = Le*"@ =In(a) 2 (In(a) x) = In(a) €"@* = In(a) x a*

© 3
2 J
1.0 g9(x) = f(c x)
0.5}
0.0f—— : : :
[ 10 12 14
-0.5}
-1.0}

Ejemplo. ——, €"*Vs"® | sin(3 x) - tan(x?).

x24x4?

Ejemplo. A partir de graficas.
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Derivada de las funciones inversas
Suponga que f es diferenciable e invertible en x, entonces:

(fefw=y
FIETW)(ET) =1
- ] 1
(f 1) (y) = f(f—1(y))

Ejemplo

Si f(t) es la posicion del globo, ' (f) es la velocidad del globo en el tiempo t. f~'(h) tiene como
dominio las alturas [0, 1000] metros. Por tanto (f‘1) (h) es el tiempo al cual se alcanza la altura h. Si
f(0.5) =200 m, (200 m) =0.5miny f'(0.5) = 2000 m/h entonces lo que podemos decir es:

1y ——1 ___1 __1h
(f ) (200 m) = f(F(200m)) T f£(0.5min) ~ 2000 m

quiere decir que cuando me encuentro a los 200 m, por cada metro adicional que quiera subir,

1 .
tengo que esperar 500 minutos.

Usando la formula:

- ’ h 1\ 1(_h 7 b
F(h) = 1000 ° (F") (h):E(moo) m
Repetir con T =g(h) en h=200m: g' (h) = 11%%

Ejemplo

Un tanque ancho, tiene un hueco a una altura h. La velocidad a la que sale agua por el hueco es,
segln la ley de Torricelli, v(H) = \/ 2gH donde H es la altura del nivel del agua por encima del
hueco. El alcance total del chorro se puede calcular y es A(v) = v , 2 g . Calcule A(v(H)), su

derivada, y la derivada de su inversa.
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Altura del agua (m) M 5
oJ

Radio del tanque (m) D_ 6

Altura del hueco (m) _D + I

Radio del hueco (m) .D 1 0.25

Velocidad del chorro = 8.9440 m/s
Alcance horizontal = 4.0000 m

Notas:

m La derivada de f y la de f' tienen el mismo signo.

= Sif tiene un punto x donde f' (x) = 0, entonces f~! no sera diferenciable en f(x).

Para funciones dadas por formulas

Logaritmos
f(x)=a*, f'(x)=In(@)a*, f'(y)=log,y,
C%(IOQa v = ,.(,:10,)) =@ ;'ogam = ﬁ }17
SN =
Ejemplo

t
Vimos que si la poblacion esta dada por P(t) = Po(F/2)= entonces, el tiempo para alcanzar un nuevo
millon de individuos es

ooy _ 108 1
t(F) = In(1 = )E In(F12)
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Calcule d t*/d F e interprete.

PO = 44 x 10°;
Ev =73;

106 1
ts[F_] :=Log[1+ ] Ev ————
PO Log[F / 2]

Funciones trigonométricas inversas.

f(x) =sen(x), f'(x) =cos(x), f~'(y)=arcsen(y),

d = —1 - ! = —
aarcsen(y) T #(F'(y)) T cos(arcsen(y))

1-y2

f(x) = cos(x), f'(x)=-sen(x), 1 (y) = arcos(y),
d 1 1 1
Earcos(y) = f(F(v) = -sen(arcos(y)) =

1-y2

cos™'(y) 1
3.0 Py
2.5} 1-y°

2.0 -1.0 0555 05 10

sin”'(y)
15}
1.0F

0.5¢

-1.0 -0.5 0.5 1.0
-0.5¢

-1.0¢
-1.5¢ -1.0 -0.5 05 1.0

Ejemplo

Calcule (h‘1)' (5) cuando la marea sube, y cuando baja.
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27
Plot[2Cos[—— (t-4)] +4, {t, 0, 10}, PlotStyle - Thick, AxesOrigin - {0, 0},
12

GridLines - Automatic, LabelStyle -» 14, AxesLabel » {"t", "h(t) "}]
h(t)

En general:
hs™'(y) = 3= cos™(52) silamarea baja

hs™'(y) = 4- 7% cos™'(152) silamarea sube

Calcule (ha‘1)' (y) e interprete.
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