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Historia

Johann Bernoulli fue contratado por el Marqués Guillaume de L'Hospital para que trabajara en
matematicas y le diera clases particulares de calculo y le comunicara “exclusivamente sus des-
cubrimientos”. El Marqués publico las notas de clase y algunos de los descibrimientos de Johann
en 1696. Este fue el primer libro de Calculo de la historia y se llamo: “Analisis de lo infinitamente
pequeno para el conocimiento de las lineas curvas”.

Aunque el Marqués les da crédito a los Bernoullis, Newton y Leibniz al final del libro, Jhoann no
quedo contento y lo acus6 de haberle robado el fruto de su talento. Pero la verdad es que el Mar-
queés fue honesto, un buen estudiante y le pago bien (300 libras/mes).
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Limites de cocientes

El cociente de dos funciones que se acercan a cero.
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Teorema |

Suponga que f y g son diferenciables en x = a y lim,,,f(x) = lim,,,g(x) = 0, entonces

g

. fx) g
limysa 900~ limysa D)

si el segundo limite existe o0 es igual a £ co.

La idea es la de aproximacion por la recta tangente:
fx) . fla)+f(a) (x-a) — @ L f(x) ~
900 ® gang @ 0ea) = g~ Mea gy Parax=a.

Ejemplos

e;_" -1
£fO0[x_] := ;
Sin[x]

LO = Limit [f0[x], x> 0];

Sin[x]
fl[x_ ] ¢= ———;
(x+1)2-1
Ll =Limit[£f1l[x], x> 0];
fa[x ] 1= 22901
(x+1)3

L2 = Limit [£2[x], x> 1];
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1 1
f3[x_] t= — - —;
Sin[x]

X
L3 = Limit [£3[x], x> 0] ;

Uno sorprendente

Uno creeria que ste limite debe ser igual a cero, pues sin(x) = x para x = 0, pero no. La grafica
muestra que parece ser igual a un numero menor que 0.4.

1 1
LS = Limit[ ———— - —, x> 0];
Sin[x]? x?
1 1
Plot —_— - — , 0,2
° [{ sin[x]? xz} e }]
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Evaluando el cociente queda
. 1 1 : X2=sin?(x)
limys0 —5— - = =lim
X0 sin2(x) X202 sin?(x)

Aca se muestran las graficas del numerador y el denominador. Note que las funciones son muy

Manipulate [
Plot [{ x? - sin[x]?, %2 Sin[x]z}, {x, 0, max}, PlotRange -» {Automatic, Automatic}] ’
{{max, 10, "Maximo x"}, 0.001, 10}

]
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Evaluemos las derivadas para la regla de L’Hospital con el computador.

Numero de derivadas I 1 ﬂ 3 |ﬂ

f' (%) 2x-2Cos[x] Sin[x]

g' (%) 2 %2 Cos[x] Sin[x] +2 x Sin[x]?

El cociente de dos funciones que se acercan a oo.

Teorema 2

Suponga que limy,5f(x) = limy, 2 g(x) = £, entonces limy.,, g(’—;))- =limy,a g((’—;))-si el segundo limite
existe o es igual a t .

Esto es cierto por el Teorema 1. Supongamos que lim,.,, gé())-ylimx_,a ;J,(’—;))- existen, entonces

i ; 1/ . p . 2
limy_4 é%% =limysa T/%f)l =limy,a %(%l (|Imx—>a g()_%)
Ejemplos
f4[x_] := xLog[x]
L4 = Limit[£f4[x], x> 0];

Tan[3 x] .
£5[x_] := —— (*usar LH y después y->x-m/2%)
Tan [x]

L5 = Limit[£5[x], x> E];
2

El cociente de dos funciones cuando x—%oo.
Teorema 3
Suponga que limy_,..f(x) = limy,., g(x) existen o son iguales a o, entonces limy_,, Ef((% =limysa %))-si

el segundo limite existe o es igual a + .
Esto es cierto por los Teorema 1y 2 y la regla de la cadena: supongamos que

liMys0o é((’% ylimyse LAGIS existen, entonces,

g'(x)
. fX) s fIx) | FAX) £ (x)
lIMysoo e limy-o 910 limyo g = My pes

Ejemplos

@
£6[x 1 1= —;

£7[x_] :=
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x - Sin[x]
f8[x_] := ——————; (*NO SE PUEDEN APLICAR LHx)
X +Sin[x]

L8 = Limit[£8[x], X » »];

£9[x_] :=‘\/x2+x -x

L8 = Limit [f9[x], x » »];
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