Clase 8

Funciones logaritmicas: definicion, graficas, leyes, logaritmo natural,
cambio de base, grafica de la funcion logaritmo natural.

Jorge Ramirez,

Escuela de Matematicas,

Universidad Nacional de Colombia, Sede Medellin.
Todos los derechos reservados.

Las funciones exponenciales son invertibles si a # |

Inversa D 2t

6

4; II’-
2? ’f””
Base -

JE— 1 . "," | |
-4 -2 //" 2 4

" -2}

co JPtaas i

e _4;

—6;

Recuerde:

La funcion inversa de f se denota como f~! y esta definida
por:
f~1(s) = (elnumero ttal quef(f) = s)

Esdecir: f'(s)=t < f(f)=s
Ejemplo

Una bola de nieve, originalmente de radio igual a un metro, se empieza a derretir, de manera que
cada hora su radio se reduce en un 10%. Halle el tiempo que se demora la bola en derretirse a la
mitad de su volumen original.

Funcion logaritmica

f(x) = & entonces f~'(x) =log,(x)
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Como a°%™ =f(f"(x)) = x, entonces
log,(x) = exponente al que debo elevar a para que me de x

Base

()

logz(x)

-10L

Propiedades
= log,(1) =0 porque a°=1.
® log,(xy) =10g,(X) + loga(y).
Esto pasa porque a|09a(x)+|09a(Y) - alOQa(X) alOQa(Y) =Xy.

= log,(¥) = yloga(x).
Esto pasa porque &%) = (g'°%)Y = x¥. En particular
lOga(y/X) = IoQa(yX_1) = |Oga(y) + IoQa(X_1) = IoQa(y) - IoQa(X)-

Cambio de base

Una funcion logaritmica f(x) = log,(x) se puede expresar en términos de cualquier base. Suponga
que queremos usar la base b en vez de a. Entonces

f(x) = log,(X) = log,(b'°%®) = log,(x) - log,(b)
Es decir, Si f es una funcion logaritmica, f se puede expresar en terminos de cualquier base:
f(x) = klog,(x)
En particular, parab=e, escribimosf(x) = cIn(x)

Para qué sirven las funciones logaritmicas

Aplicacion |: datacion por Carbono 14

El Carbono 14 y el Carbono 12 son isétopos del carbono. En los 40’s Willard Libby descubrit lo
siguiente:
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= La atmosfera contiene '*Cy 2C en proporciones constantes: hay 1.35x 10" moléculas de '?C
por cada una de "C.

m Las plantas absorben ambos isotopos durante fotosintesis, y cuando mueren, sus células
quedan con ambos isotopos en la proporcion estandard.

= Cuando la planta muere, para de hacer fotosintesis y '*C decae exponencialmente por
interaccion con los rayos By su vida media es T14 = 5700 ahos. El '?C es estable.

Cosmic Radiation

Cosmic rays enter the earth’s
atmosphere and collide with an

atom, creating an energetic
neuiron.

When the neutron Neutron
collides with a
nifrogen atomn. a
nitrogen-14 (seven
protons, seven
neulrons) atom
tums into a

caroon-14
atom. Nitrogen 14 / Carbon 14
Proton

Plants absorb carbon dioxide
and incorporate carbon-14
through photosynthesis.

Animals and people eat
plants and take in
carbon-14.

Following death and
burial. wood and bones
lose C-14 as it changes
to N-14 by beta decay.

Neutron capture
Lol

5%/

Beta decay

Nitrogen 14

./

Carbon 14
®2004 Howstuffworks.com

Problema:

Cuando se descubre materia organica con células que actualmente tengan '*Cy 2C moles de
Carbono 14 y 12 respectivamente, como se puede calcular el tiempo que ha transcurrido desde que
la célula murio?

Problema:

Basta con usar las funciones exponenciales y sus inversas.

= Hacer una tabla

= Llegar al modelo:

14C = f(f) = £(0) 27
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= Hallar f~'(x), y su significado

f1(x) = —Tlogz(ﬁ)

= Usando que f(0) = 1351)2(% Llegar a que el tiempo desde la muerte de una muestra que

actualmente tiene x moles de C es:

f'(x)=-T Iogz(—1 ,35:213-12,( )

Aplicacion 2: los logaritmos sirven para describir variables que pueden ser
muy grandes o muy pequenas

Caudales y Area de drenaje para diferentes cuencas en Antioquia.
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Afio; 2005 - Mapa en Construccidn
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Estacion Corriente Are;2 Qmax Qmin | Qmin/Qma
Km m’/s m’/s X
PP-10 La Vibora La Vibora 21.7 122.3 0.42 1/292
PRN-3 Cruces Anori 101.8 869.5 3.4 1/256
Chigorodo Chigorodé 241.5 284.3 2.27 1/126
PRN-1 Charcon Anori 323.8 546.5 8.48 1/64
RN-10 Puerto Belo| San Carlos 590 586.9 17.11 1/34
PSB-2 La San Bartolomé | 766.8 247.1 10.41 1724
Guarquina
RMS-14 Yarumito Medellin 1080.4 295.2 16.22 1/18
PSB-3 La Honda | San Bartolomé | 1713.8 352.1 27.18 1/13
PP-3 Playa Dura Porce 3755.5 582.4 75.22 1/8
La Esperanza Nechi 14449.4 | 1858.0 279.47 1/7
La Coquera Cauca 43143.6 | 2932.3 557.34 1/5
Las Flores Cauca 58072.8 | 35144 807.24 1/4

A continuacion se muestra una tabla de las areas de las cuencas y el caudal maximo de 11 esta-
ciones de medicion en Antioquia. Un problema muy importante es hallar un modelo matematico
para estimar el caudal maximo en cualquier rio de Antioquia.

Rio Estacién Area Caudal maximo
La Vibora PP-10 21.7 122.3
Chigorodd Chigorodd 241.5 284.3
Anori PRN-1 323.8 546.5
San Carlos RN-10 590 586.9
San Bartolomé PSB-2 766.8 247.1
Medellin RMS-14 1080.4 295.2
San Bartolomé PSB-3 1713.8 352.1
Porce PP-3 3755.5 582.4
Nechi Esperanza 14449.4 1858.
Cauca Coquera 43143.6 2932.3
Cauca Flores 58072.8 3514.4

Cuando se grafica la tabla de Area vs Caudal maximo no se oberva ninguna relacion aparente
entre la variables. La razon es que ambas variables varian en rangos muy amplios, desde 107
hasta 10°, o sea, tres ordenes de magnitud.

Lo que los ingenieros usualmente hacen es sacar logaritmo en base 10 a ambas variables y
graficar. O equivalentemente, graficar en papel “log-log”. Ahi se observan mejor los puntos, y se
detecta una tendencia aproximadamente lineal.
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Pero la relacion lineal entre log(Q) y log(A), implica una relacion potencial entre Qy A:

log1o(A) = mlog4,(Q) + b
= A=10m"°90(Q) 10°
= A=10° Q"

Quedamos entonces con un modelo matematico para la prediccion de caudales maximos.

El universo tiene muchas escalas
SystemOpen|["http://htwins.net/scale2/lang.html"]

Visitar este sitio:
http://htwins.net/scale2/lang.htmi
Si quiero definir la funcion
f(X) = nUmero de objetos de tamano X

La grafica de f no se podria dibujar porque los valores de X inlcuyen 27 — (-35) = 62 ordenes de
magnitud. Entonces lo que es mas intelingente es definir
Y =log4o(X) = el orden de magnitud de X
g(Y) = numero de objetos con orden de magnitud Y
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