Clase |3

Calculo de limites: limites de funciones compuestas y cambios de
variable. Continuidad: definicion y teoremas basicos.

Limites de funciones compuestas

Calcular los siguientes limites haciendo un cambio de variable:

limgsrcos(sina) =
limesoln(x® +1) =
sin(x-m _
x-1r
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Teorema
Si limy,29(x) =L* y limy_,+ f(y) existe, entonces

lim,5af(9(x)) = limy1-f(y)
Ejemplo

limy-o g(f(X)), limy1 f(h(X)), limy—_1 g(f(X)), limy-o In(f(x) + 1)
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Continuidad

Sabemos que en general lim,_,,f(x) no tiene nada que ver con el valor f(a). De hecho, calcular
limy,af(Xx) es mas importante cuando f(a) no esta definida.

Mostrar graficos de funciones con igual limite pero diferente f(a)
Por otra parte, supongamos que a € Dom(f) y f(a) si esta definida y supongamos que:
limysaf(x) =f(a)

En este caso, la funcion f no hace nada raro en a: f toma exactamente el valor que parece que
va a tomar.

Definicion.
m Si aeDom(f), lim,,,f(x) existe, y ademas se cumple que lim,_,,f(x) =f(a), se dice que f es

continua en x=a.

Importante: f debe satisfacer tres cosas para ser continua en x = a. Mostrar graficas de funciones
que no cumplan cada una de las condiciones.

m Si aeDom(f) y f no es continua en a, se dice que f es discontinua en a.

m Si ae Dom(f), lim,, .+ f(x) existe, y ademas se cumple que limy,,+-f(x) =f(a), se dice que f es
continua por derecha en x = a. Similarmente por la izquierda.

= Sif es continua en todo x € (a, b) se dice que es continua en (a, b). Si f es continua en (a, b) y
continua por la derecha en a, entonces se dice que f es continua en [a, b)....



Ejemplos de funciones continuas.
= Los polinomios.
m Las funciones racionales.

m Las funciones trigonométricas.
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m ... todas las funciones dadas por en términos de funciones racionales, potencia, exponenciales,

logaritmicas y trigonométricas son continuas en todo su dominio.

Ejemplos de funciones no continuas.

m Las funciones x| y 'x]1
= En la vida real:
= |a funcion taxi, o la velocidad de una pelota que rebota.
= Si x(f) es distancia recorrida, qué significa cada tipo de discontinuidad?

= Muchas funciones dadas por tramos
2 t<1
x(0) = { t t=1

Propiedades

Si f y g son funciones continuas en a, las siguientes funciones también son continuas en a: f + g,

fxg, cf para cualquier c e Ry f/g siempre y cuando g(a) * 0.

Mas interesante

Si f es continua en by lim,.,9(x) = b, entonces

limy-af(9(x)) = f(limy-a g(x)) = f(b)

Por tanto, si g es continua en ay f es continua en g(a), entonces f° g es continua en a.

Ejemplo: es fog continua en 0? es heh continua en -1?
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Aplicacion: usar el log para calcular limites
Es facil ver que si limy,f(x) y limy,59(x) existen y son diferentes de cero, entonces
liMyoa (f(x))g(x) - (Iimx_)af(x))limx-)ag(x)

Ahora, qué pasa si alguno de esos limites es cero, o no existe?
Recordemos los siguientes limites notables:

liMys 1 %ﬁl =1, limeoxInx=0



Out[97]=

Entonces:

-10

T

0.6 0.8

|imx_)0Xx = 1

limyso (1 +x)M*

=e
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In[95]:= Plot[(1+x) =, {x, -2, 2}]

A OO0 O N

out[95]=

-2 -1 1 2
Teorema del valor intermedio.
Este es uno de los teoremas sobre funciones continuas mas importantes.

Si f es continua en [a, b] y N e[f(a), f(b)], entonces existe c € [a, b] tal que f(c) = N.

Significado: una funcion continua toma todos los valores de cualquier intervalo cerrado de su
rango. Hacer graficas incluyendo por qué se requieren que f sea continua, y que el intervalo sea
cerrado.

Ejemplo: Demostrar que la funcion f(x) = @ - 2 — x tiene al menos una raiz en el intervalo [1, 2].



Aplicacion: método de biseccion para hallar raices.

O 21 Ooosto @ e-2x O 106-1.1x-0.81x-086)
M

Pason 4

J

[an,bn] =[1.125, 1.25], [f(an).f(b,)] =[-0.0447832, 0.240343]

1.07

out[96]=

2.0 2.5
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